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IX2. 

1. L'EQUAZIONE ul") - au 

I primi risultati sul problema di Cauchy relativo a equazio- 

ni differenziali lineari di ordine superiore al primo in uno spazio di 
Banach sono dovuti a Hille [8] e risalgono al 1952. L'equazione da lui 
studiata era del tipo 

(1) ul) = Bu, 

dove B è il generatore infinitesimale di un semigruppo . 

Dopo aver dimostrato un teorema di unicità per il problema” 
di Cauchy relativo all'equazione (1) in ipotesi abbastanza generali sul- 
l'operatore B, Hille osservò che, se B è limitato, la soluzione del pro 
blema di Cauchy poteva essere rappresentata - in analogia con il caso fi 
nito dimensionale - come combinazione lineare degli esponenziali Pal A 
K = 0,...,n-1, dove n = exp (2ri/n). Questo lo condusse a fare l'ipotesi 
che tutti gli operatori na, K = 0,...,n-1, fossero generatori di semi- 
gruppi. Questo, però comporta che, se n è 3, B sia limitato. 

Forse questo risultato - sostanzialmente negativo - ha fatto sì 
che per circa quindici anni non vi siano più stati risultati significati 
vi su questo problema. 

L'idea di Hille fu ripresa e sistematizzata da Fattorini [4] 
nel modo seguente. 

Sia A un operatore lineare in uno Spazio di Banach comples- 
so X con insieme risolvente (che indicheremo con p(A))non vuoto. I1 pro 
blema di Cauchy 
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ul) = Au, in bi 
(2) 

ul (0) = x,o K=0ch-1, 

si dice ben posto se, e solo se: 

i) esiste un sottospazio D, denso in X, tale che, V x_,...,X je 
o) n- 

€ D esista una soluzione del problema (2), cioè una funzione 

(n), uec R';%), tale che 

ult) e DAI, ulM (1) = nu (e), vtr, 

lim ul (8) =X, 4 KS Dydacsasli=15 
k 

t+0+ 

ii) se CU, neN è una successione di soluzioni dell'equazione ul) = Au, 

tale che 

lim lim u Ck) (8) = 0, k=0,...,h-1, 
rio t+0+ 

allora 

lim u, (t) = O,vte R. 
rio 

Evidentemente, un problema ben posto ha una sola soluzione. 

Se il problema (2) è ben posto, esisteranno della famiglie 

di operatori 

S.(t) :-D-—- X, teR, j=0,1,...;h-1, 

(1) Qui e nel seguito con D (B) indicheremo il dominio dell'operatore li 

neare B. 
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definiti da 

S. (t))x= u. (t), (S; (8) (8) 

dove U; è la soluzione del problema 

uM = Au, 

ul (0) = Roccia, Sas 

dove dik è il simbolo di Kronecker. 

Per ii), Ss; (t) è limitato e, quindi, può essere esteso a tut 
to X per continuità. "AD se xe D, % (t)x è derivabile n volte. 

Nel seguito di questo carsivata supporremo sempre che i] pro 
blema (2) sia ben posto. 

ii E' ovvio che, se u è soluzione del problema (2), allora u(t) = 
= 2 Sita. 

va Riportiamo alcune proprietà degli operatori S; (t), che verran 
no detti i propagatori del problema (129), 

Lemma 1. Se x €D, 

Sk(t)x = Sp-1(0) Xi =: Pisani, 

SOLEESENOLE 

Dimostrazione. Si veda il Lemma 2.1 in [4]. 

Lemma 2. Gli operatori A, S olto Vetos$ LUI, commutano n-1 Vi srceatny ER 

Dimostrazione. Si veda il Lemma 2.2 in [4]. 



IX-5. 

Lemma 3. Vs, ter), si ha: 

k n-1 

x S.(s) S, . (t)+A 2 ; 509) k-j (t) + $;(5)S Sy(54t) = 
j=0 j=k+1 

Men 

k.= Dica; 

n-1 

Sp-1(84) = E $:(5) Sho 
jo Î f=1 

(t). 

ei 

Dimostrazione. Siano xED e KE{0,... ,n-1} e fissiamo ter; 

allora la funzione 

Vk,t (s) = Sk (st+t)x 

è soluzione del problema 

wav, 

vo) = sa x, h=0,...,M-1, 

onde 

n-1 (5) 

Vi a(6) = ES; Sk + (tx 
d=0 

Per i Lemmi 1 e 2, se kE(0,...,n-2}, 

k n-1 
(j-k) 

sO (stt)x= £ S.(s) S,_.(t)x+ 2 S;(s) S _ 
k deo j k-j jar j o (t)x = 

k n-1 

= £ S;(s) S, .(tix+ UA E S;(s)S_. (t)x. 
j=0 J k-j j=k+1 A] n jtk 

Se k = n-1, la seconda somma nelle uguaglianze precedenti man 

ca, mentre la prima rimane invariata. 
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L'affermazione segue allora dalla densità di D. 

Riportiamo ora il risultato principale di Fattorini [4] . 

Teorema 4. Supponiamo che il problema (2) sia ben posto e che 

i suoi propagatori siano di tipo esponenziale, cioè esistono M, we RÌ, 

tali che 

| s;(txjsm e vrer',vxex, 

j=0,...,n-1. Allora, se n > 3, A è limitato. 

Osservazione. Fattorini ha in realtà dimostrato il teorema 

senza supporre che i propagatori siano di tipo esponenziale; la dimostra 

zione, però, risulta più complessa e meno chiarificatrice. 

Dimostrazione del Teorema 4. Sia x € D e poniamo 

at 
#0 x-| e Sn-1 (t) x dt, XEC, ReX> w. 

Integrando ripetutamente per parti e utilizzando il Lemma 14 

si ha: 

“ts SR R(A)x = [-X e St) x] +2 } e Sq (1) xdt = 
lo) o) 

Hi 20 cant a a = À e Sn-2 (t)xdt' =, .a=1 J e Soft) x dt = 

_afen,, 1 At +0 21 at, E = (1-1 e Sol) x lo +4 J e Sol) x dt) = 

-n E 
= (x ‘| e AS_-108) x dl. 

O) 

Ciò prova che R(A)x € D(A) e che 
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(3) RA) x = A (x + ARCA) x). 

Per la densità di D in X, la (3) vale YVx €X e, quindi, R(1) x € D(A), 

VxeX . Si ha poi: 

(PARA) x= x, Vxe X, 

R(A) (A°-A) y = y + AR(A)Y - R(A)AY = y, YVyeD(A), 

in quanto, per quanto già provato e per il Lemma 2, 

+00 +0 

ARCA) y -[ e’tas (8) y dt -f et Sult) Avdt = 
lo) Db) 

= R(A)Ay 

; n ny-1 
Perciò, se Re A > w, X Ep (A) e R (A) =- (AA) . 

D'altra parte, se n = 3, mec; Re X > w} è un intorno dell'infinito. 

Perciò TE è analitica in un intorno dell'infinito, privato al più 

del punto all'infinito. Ma poiché lim R(A)x = 0, ne viene che ta 
ReX>t00 

è limitato in un intorno dell'infinito e, quindi, che A è limitato. 

In seguito a questo risultato, le ricerche sulle equazioni dif 

ferenziali di ordine superiore al primo in uno spazio di Banach si sono 

rivolte essenzialmente in queste direzioni: 

a) studio di problemi diversi da quello di Cauchy, quali il cosiddetto 

problema di Cauchy ridotto in R*, che consiste nell'assegnare un nu- 

mero di condizioni iniziali minore dell'ordine dell'equazione (già 

considerato nel lavoro citato [8]di Hille e ripreso da Fattorini e 

Radnitz [6] , da Fattorini [5]e da Dubinskii [3] ) e problemi ai li- 

miti in un intervallo limitato (sui quali esiste una vastissima let 

teratura, soprattutto russa, per lo più dedicata a equazioni del se- 

condo ordine in uno spazio di :Hilbert); 



IX-8. 

b) studio del problema di Cauchy per equazioni del tipo 

n-1 
(4) ul) + %y ul) = 0, 

; k=o 

dove gli Ax (k = 1,...,n-1) non sono tutti nulli; 

c) studio del problema di Cauchy per equazioni del tipo 

e dei loro propagatori (le cosiddette funzioni coseno e seno astratte). 
Nel seguito, esporremo alcuni risultati relativi ai problemi 

b) e c). 

n-1 
2. L'EQUAZIONE ul") , 5 aLul%) sà 

k=o — — r_—_ Re —__ 

Per pervenire - sia Pure con considerazioni euristiche - a 
esaminare gli operatori che risulteranno fondamentali nello studio del 
problema di Cauchy per l'equazione in esame, può essere opportuno consi- 
derare, per un momento, il caso ormai classico delle equazioni del pri 
mo ordine. 

Sia u una soluzione del problema di Cauchy 

(5) u'+AU=0, inRÈ, 
u(0) = Ur, È) 

dove U, è un assegnato elemento dello spazio di Banach X. Effettuando una 
trasformata di Laplace formale del problema (5), si ottiene 

(A+A) Ù (A) = U 
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dove i indica la trasformata di Laplace di u. Risulta perciò evidente co 

me le proprietà spettrali dell'operatore -A svoltano un ruolo essenzia- 

le nello studio del problema (5); in particolare, non è irragionevole a- 

spettarsi che, sotto opportune condizioni su A e su Up? la soluzione del 

problema (5) possa essere scritta come antitrasformata di Laplace 

dine n. 

n-1 

(n) + Lt =0, Mm RÈ, 

k=0 

(6) Mu (0) = 0, , h=0,...,n-2, 

ul"! (0) = X 

(la scelta di questo particolare problema è dovuta sia a motivo di sempli 

cità, sia alla particolare analogia che esso presenta con quello relativo 

a un'equazione del primo ordine). 

Eseguendo un'altra trasformata di Laplace formale, il proble 

ma (6) diventa 

n-1 
+ NI METIVEE? 

K=0 

n 

E' allora abbastanza naturale chiedersi se l'inverso (quando 

esiste) del polinomio a coefficienti operatori 

P(XA) = £ XA 
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(qui e nel seguito indicherò - per ottenere delle scritture più compat- 
te - con A, l'operatore identità) svolga per le equazioni di ordine su- 
periore un ruolo analogo a quello che il risolvente svolge per le equa- 
zioni del primo ordine. In particolare, ci si può chiedere sotto quali 
condizioni la soluzione del problema (6) sia rappresentabile come anti- 
trasformata di Laplace 

+jo0 

u(t) = Fa... ett 711) x da. 

E' opportuno rilevare che, se p(P) = {AE C; P(A) è invertibile con inver 
so limitato e ovunque definito} #9e gli A, sono chiusi, la famiglia di 
operatori PT 1) gode di diverse proprietà Li al risolvente, quali 
l'essere una funzione analitica e il fatto che p(P) è aperto. Naturalmen 
te, senza Lan di Magia sugli A, non è sperabile che questi 
commutino con PP n), né che Po ur commuti con Ltd, 

Il primo autore a utilizzare questa famiglia di operatori fu 
Chazarain [2], il quale studiò sotto quali condizioni il problema di 
Cauchy per l'equazione 

n 
x A,u (5 
Ko È 

è ben posto nell'ambito delle distribuzioni vettoriali o delle distribu 
zioni di Gevrey. 

Per enunciare un risultato tipico di Chazarain, introducia- 
mo alcuno notazioni. 

Indichiamo con D[D-] lo spazio delle funzioni da Ra C col 
Supporto compatto superiormente limitato , munito della topologia usua 
le, e, se Y è uno spazio di Banach, con D'(Y) [DI (Y)] lo spazio degli o 
peratori lineari limitati da D [D-] ay. 

Allora, se T è una distribuzione scalare e yEY, T ®y indi 
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ca la distribuzione di D'(Y) definita da 

<TOy, 9>=<T.9> y. 

Siano ora X e D due spazi di Banach complessi, Arte AnE 

EL(0;X); diremo che il problema di Cauchy per l'operatore 

n 

fa) (7 pia £ A xo K \dt 

è ben posto nel senso delle distribuzioni se, e solo se, V ED. (Xx), 

3 una soluzione unica ueDì (D) dell'equazione 

P*us=f. 

tale che min supp u = min supp g e che la funzione { + u sia continua da 

DI (X) a Di (D). 

11 risultato di Chazarain è il seguente. 

sto se, e solo se, esistono a, b E[0 ,+° [ 

e un polinomio q a coefficienti positi 

vi , tali che: 

i) fe cap’) eL (XD)? 2 

DNq pÉ {Ne C; Re X 2 a log (1+|)|)+b}; 

) SA) VAEA 
a,b 

Teorema 5. I] problema di Cauchy per l'operatore (7) è ben po 

-1 
ii) | P (IL (xp 

Un risultato dello stesso tipo, anche se la regione - e 

-. 
stima su po! (A) sono molto diverse, vale anche per il problema di "e 

nell'ambito delle distribuzioni di Gevrey. 

successivamente, Dubinskii [3], sulla base della collocazio 
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ne dello spettro puntuale di P, Li (P) = "E C; Ju E ri D(A, ) - {0}: 
P(A) u = 0}, è pervenuto a una also ant sctzroni del tipo 

(8) P() 

Più precisamente, Dubinskii chiama parabolica l'equazione (8) se fp) è 
contenuto - un semipiano Re \ < Ta ed esiste uno spazio di Banach Y c Mg 
tale che Po ‘my sia analitico e soddisfi le stime 

(9) I api S Cla) (eh pura L(Y;X) 

VAE C, ReX2a> LA dove k è un intero non negativo opportuno. 

Nel caso in cui P(È sia la realizzazione in fi di un ope- 
ratore parabolico secondo Petrovskii,si può scegliere Y = X ek =0 e, 
inoltre, C- p (P) è interamente contenuto in un settore del piano comples 
so di ampiezza minore di m. 

Per le equazioni paraboliche, Dubinskii prova l'esistenza e 
l'unicità della soluzione del problema di Cauchy con dati iniziali nulli 
in opportuni spazi di Sobolev con un peso esponenziale all'infinito. Le 
ipotesi sul secondo membro dell'equazione dipendono dal numero k che com 
pare nella (9), 

Vengono poi dette paraboliche retrograde le equazioni per le 
quali P(- d è parabolico.Natura]lmente, per questi tipo di equazioni non 
Si possono assegnare condizioni iniziali. 

Dubinskii chiama poi iperbolico un operatore che sia contempo 
raneamente parabolico e parabolico retrogrado. Per un operatore siffatto 
è corretto sia il problema di Cauchy - con dati iniziali nulli - sia il 
problema senza condizioni iniziali. 

Tutti questi problemi (e anche il problema di Cauchy ridotto 
per le equazioni chiamate da Dubinskii quasiellittiche e quasiiperboliche) 
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sono trattati con un metodo unico, seguendo l'idea introdotta da Grisvard 

[7] per trattare le equazioni del primo ordine: si pensa - ,s con o sen- 

za condizioni iniziali, come un operatore B e, per mezzo delle posizioni 

rispettive degli spettri di B e di P(A), si riesce a trattare l'equazione 

In questo modo, però, le condizioni iniziali, conglobate nel 

la scelta del dominio di B, devono essere necessariamente nulle. Questo 

non sarebbe un inconveniente se esistesse un buon rilevamento dei dati î 

niziali. Non è detto però che questo vi sia. 

Infatti, Brézis e Fraenkel [1] hanno dimostrato il seguente 

Teorema 6. Siano Ko? L° spazi di Banach, tali che Xx sia 

immerso con continuità in Kai 1° che Xo sia denso in ts pr condizio 

ne necessaria e sufficiente affinché Ha de (a 3000385 )e io "a esista 
51°) 

. ue;0, CALO, (10,11; X RE tale che 3 (0) = apo aa 

è che 

(10) Tim L(t,a) = 0, 
t+0+ 

P.He; I yi 
dove L(t,a) = inf E tlo- ? aly? inf L(t,a,p). 

per i30 i=0 i pel, 

Dimostriamo solo la necessità della condizione. Se u è una funzione che 

soddisfa le ipotesi del teorema, allora, poiché u(t)EX » si ha 

L(t,a) sL(t,a,u(t)), VtEl0,1]. 

Poiché 

|u(t) - a_ll = 0 
È ti t+0+ 



IX-14, 

k i 
-k È 

et Jut)- Z aly = . I L 
i=0 

tt k-1, (k) # ‘tem nl da tai 
(k) sp max |u 0, Kk=1,c,.P, - a | — 

[0,t] Ros e 

ne viene che L(t,a,u(t)) to, 0» come volevasi. 

La condizione (10) è sempre verificata se p = 1 (la situazio 
ne applicabile a equazioni del secondo ordine); infatti, in questo caso, 

Vo, LE x: si ha: 

HA 

A “1 L(t,(a:8,): P+ 93] o+ #4 - all "il Sie dn 

1, = l%-ta,ly = 
-1 . - € DE = TRA UPS 

(e) 

= L(t,(a 0): p)'+ L(t,(0,a,), 1). 

Ora, scegliendo p = a; risulta L(t,(a_»0).0)= 0, mentre, sce 
gliendo % = t X, si ha 

L(t,(0,,), 4) = tlxl x tea x 
(o) 1 

Allora, per la densità di x, in x» VeeR', 3xe Ko? 
tale che | i al x. < €/2 e, quindi, se t € ]0, e/(AXI, )[, risulta 

1 (o) L(t,(0,a,), x) < Ei 

Se p 2 2, ciò non è più vero in generale come mostra l'esem- 
pio seguente di Brézis e Fraenkel. 

; _ _ er RE _,71/2 Siano 4 =L(JO,1L), x =X%,=L (10,10), ag8z50, aj(x)ax 
Se YEL (T0,1[), dobbiamo stimare 

L(t,a,ta) = tifo + (40) | % - all; - 
1 
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Posto A =|| IO si ha, seX2 1, 

‘"; n ta s si 
|% - al L! :[ |g(x) - x “| dx of (x 7-2) dx =, 

lo) (0) 

onde L(t,a,t x) > ta + (t1)" > 2, vte]0,1], 

mentre, se 05$X<1,|%-a,l ,! Sic - X) dx = 2-4> 1, 

onde L(t,a,t #) 2 (140) 1% - ajl i > 

Pertanto, L(t,a) 2 2,Vt€]0,1] e, quindi, la condizione necessaria non 

è verificata. 

Questo esempio può sembrare un po' artificioso, ma - a quan- 

to mi risulta - non sono note condizioni sufficientemente generali sugli 

spazi X, che garantiscano automaticamente la validità della condizione 
k 

del Teorema 4. 

E' però possibile - almeno nel caso parabolico - studiare il 

problema di Cauchy con dati iniziali non nulli, servendosi di metodi si- 

. mili a quelli dei semigruppi analitici. In tal caso, l'operatore di L(X) 

Ut) = ca et p7' (1) da, 
Tr” 

dove I è una opportuna curva orientata di C che "circonda" lo spettro di 

P(1), svolge un ruolo fondamentale; infatti, VxEX, U(t)x è l'unica so- 

luzione del problema di Cauchy 

n 

» gpu. 4 

k=0 

sint ida 

ul"! (0) = X 

(per la dimostrazione si‘veda [11], Feorema 1 e Corollario 3). 
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Inoltre, se { è hòlderiana, la formula della variazione delle costanti 

t 

| U(t-s)f (s) ds 
0 

fornisce l'unica soluzione de] problema con dati iniziali nulli dell'e- 

quazione non omogenea au = & (per la dimostrazione si veda [ 12], 

Teorema 3). Li 

La situazione non è invece così chiara per il problema di 

Cauchy con solo l'h-esimo (0 < h < n-2) dato iniziale non nullo. Anche 

in questo caso è ancora possibile costruire un propagatore Un), che pe 

rò risulta definito solo su x = N DIAL)» Se xEX > Up (t)x fornisce 

una soluzione dell'equazione che ed sra le prime h + 1 condizioni ini- 

zati, ma senza ipotesi più restrittive sul dato - per esempio che 

RIEN D(A,) - non è noto se U(t)x assume anche le rimanenti. 
k=0 

3. L'EQUAZIONE u" = Au E LE FUNZIONI COSENO ASTRATTE 

Per il Lemma 3, i propagatori del problema di Cauchy relati 

vo all'equazione 

u" = Au, 

che supponiamo ben posto, soddisfano le relazioni 

(11) S, (st) = 5,15) S500) + AS, (s) S, (t) 

I (12) Ss (s+t) S068) S,(t) + $,(8) S,00). 

Vediamo ora di mostrare che d verifica una importante equa- 
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zione funzionale che risulterà di fondamentale importanza nel seguito. 

Poniamo, Vr,s,t E[0,+©[, 

H(ris,t) = 2 SA e Ra e S (848421). 

Se x ep (il sottospazio denso a cui appartengono le condizio 

ni iniziali), la funzione H(r;s,t) x è parzialmente derivabile rispetto a 

r se r > 0; pex i Lemmi 1 e 2 e per la (12), si ha: 

aH(r;s,t)x 
dr =2 A Sj(s#r) Sett +2 AS, (841) S,(t+r)x + 

+2 A S,(s+t+2r)x =0° 

Pertanto, per la densità di D in X, H non dipende da r. Inol 

tre, Vh eR, tale che s+h, t+h, r+hE[0,+°[, 

H(r3s+h, t+h) = H(r+h; s,t), 

H(r;s,t) = H(r+t; s-t,0) = H(r;s-t,0), 

mentre, se s < t, per la simmetria di H inse t,H(r;s,t) = H(r+s;0,t-5s) = 

= H(r+s; t-s, 0) = H(r;t-s, 0). 

In definitiva, esiste K(V) E L(X), VVE[0,+<[, tale che 

H(r;s,t) = K(js-t]). 

D'altra parte, scegliendo t = 0, si ottiene 
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K(s) = H(0;s,0) = S,(5)» 

onde, se s >? t 2 0, 

Solstt) + S,(80) 7 $t5) Solt) 

Poniamo ora 

C(t) = S(|t]) , teR. 

E' una verifica immediata riconoscere che gli operatori C(t) soddisfano 

l'equazione funzionale di d'Alembert. 

(13) C(stt) + C(s-t) = 2C (s) C(t) , vt, seR. 

Analogamente, poniamo 

S(t) = sgn t- S(|t]) , ter. 

E' immediato riconoscere che, se x,y ED, la funzione t + 

>C(t)x + S(t) y è soluzione, in tutto R, del problema di Cauchy 

u' = AU, 

(14) u(0) =x, 

u'(0)=y, 

che risulta ovviamente ben posto. Pertanto, 

Teorema 7. Se il problema di Cauchy (14) è ben posto in Ri, al 
lora è ben posto anche in R. 
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Come già riconosciuto da Cauchy, l'equazione (13) è 1'equa- 

zione funzionale del coseno, in quanto, se una funzione continua p:R+R 

soddisfa la (13) e p(0) = 1, allora esiste aeR, tale che p(t) = cos (at) 

oppure p (t) = cosh (at). 

Per questo motivo, viene detta funzione coseno astratta ogni 

funzione C :R+ L(x) che sia fortemente continua, che verifichi la (13) 

e tale che C(0) = I. 

E'_poi ovvio dalla definizione che 

C(t) C(s) = C(s) C(t), Vt, seR. 

E' stato dimostrato da Kurepa [9] che, se C è una funzione continua che 

soddisfa la (13) in un'algebra di Banach con unità, esiste un elemento a 

dell'algebra tale che 

i1 viceversa essendo ovvio. Si noti che, in tal caso, a = C"(0). 

Pertando, se una funzione coseno astratta è continua nella 

topologia uniforme degli operatori, essa è "generata" da un operatore li 

mitato. Se, invece, richiediamo solo la forte continuità - situazione mo] 

to più interessante dal punto di vista delle applicazioni - ci dovremo 

aspettare, come succede per i semigruppi, un "generatore" non limitato. 

Chiamiamo allora generatore infinitesimale della funzione 

coseno astratta C l'operatore A così definito: 

D(A) = {x EX; t + C(t) x è derivabile 2 volte inR} 

Ax = C"(0)x. 

E' possibile mostrare che D(A) è caratterizzato dalla seguente apparente 
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mente meno restrittiva condizione: 

DIA) = {xeX;3 Tim È (c(h) x-x)}. 
h+-0h 

L'importanza delle funzioni coseno astratte deriva dal seguen 

te risultato dovuto essenzialmente a Fattorini [4]. 

Teorema 8. Il problema di Cauchy per l'equazione 

è ben posto se, e solo se, A è il generatore infinitesimale di una fun- 

zione coseno astratta. 

Riportiamo, pertanto, alcuni risultati dovuti a Sova [13], 

che è stato l'iniziatore di questa teoria sulle funzioni coseno astratte. 

Proposizione 9. Il generatore infinitesimale di una funzione 

coseno astratta è chiuso e ha dominio denso. 

Dimostrazione. Si vedano i Teoremi 2.17 è 2.20 in [13]. 

Proposizione 10. Se xED(A), allora 

C"(t) x = AC(t)x = C(t)Ax, VtER. 

Dimostrazione. Si vedano le Proposizioni 2.13 e 2.18 in [13]. 

Proposizione 11. Una funzione coseno astratta C è di tipo e- 

sponenziale, cioè 34M, wel0,4+0l, tali che 
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(15) |C(t)|| < M cosh (ut) ,vyteR. 

Dimostrazione. Si veda il Teorema 2.3 in [10]. 

A differenza di quanto accade per i semigruppi, può non esi- 
2 

stere un w ottimale per cui vale la (15). Ad esempio, sia X = CC 

teR. 

Allora C è una funzione coseno astratta, per la quale la (15) vale VweR* 

{con M opportuno, dipendente da w), ma non vale sew= 0. 

Comunque si ha il risultato seguente, che collega la crescen 

za di una funzione coseno astratta con la collocazione dello spettro del 

suo generatore infinitesimale. 

Teorema 12. Se la funzione coseno astratta C soddisfa la (15) 

e A è il suo generatore infinitesimale, allora reeli).Viet, Re i > w. 

Dimostrazione. Si veda la Proposizione 2.19 in [13]. 

E' poi possibile dare una caratterizzazione dei generatori in 

finitesimali di funzioni coseno astratte che ricorda il Teorema di Hille- 

-Yosida. 

Teorema 13. Sia A un operatore chiuso e con dominio denso. Al 

lora A è il generatore infinitesimale di una funzione coseno astratta C 

che verifica la (15) se, e solo se: 

i) olec;Re A > w} cp (A); 
Res”, dal 
nil; (A (AN) ) Ss 

di 

Men! ((Re ia + (Re X + dh, & L 2 
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VneZ UO}, VAC, Re A > u. 

A causa della presenza del fattore A sotto il segno di deri- 

vata nella stima ii), anche in situazioni relativamente favorevoli co- 

me quando M = 1, la verifica di ii) non può ridursi al solo caso n = ti; 

come succede per l'analoga situazione dei semigruppi di contrazione. 

Anche per questo motivo, si è sviluppata una teoria pertur- 

bativa abbastanza ampia per i generatori infinitesimali di funzioni co- 

seno astratte (per una bibliografia sull'argomento si veda [10], n. 4.5, 
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